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ïÌÉÍÐÉÁÄÁ çõ-÷ûü. æÁËÕÌØÔÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.
11 ËÌÁÓÓ. 1 ÔÕÒ. äÅÍÏÎÓÔÒÁÃÉÏÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ.

1) ÷ÁÓÑ É ðÅÔÑ ÂÅÇÁÀÔ ÎÁ ËÏÎØËÁÈ ÐÏ ËÒÕÇÕ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ. ëÏÇÄÁ
ÏÎÉ ÂÅÇÕÔ × ÏÄÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÷ÁÓÑ ÄÏÇÏÎÑÅÔ ðÅÔÀ ËÁÖÄÙÅ 12 ÍÉÎÕÔ, Á
ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÂÅÇÕÔ ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ËÁÖÄÙÅ 4 ÍÉÎÕÔÙ. úÁ
ÓËÏÌØËÏ ÍÉÎÕÔ ÷ÁÓÑ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ËÒÕÇ?
(ïÔ×ÅÔ: 6)

2) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ 8651 É 9073.
(ïÔ×ÅÔ: 211)

3) óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÓÒÅÄÉ ×ÅÒÛÉÎ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 18-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖ-
ÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÉÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÙÌ ÔÕÐÏÕÇÏÌØ-
ÎÙÍ?
(ïÔ×ÅÔ: 504)

4) ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ | ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ a | ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ y = sin x É y = 1

5 x+ a ?
(ïÔ×ÅÔ: 5)

5) îÁ ËÁËÕÀ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ Ä×ÏÊËÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ
101 · 102 · 103 · : : : · 199 · 200?
(ïÔ×ÅÔ: 100)

6) ðÒÑÍÁÑ y = a ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÆÉË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ y = 8x3 − 12x + 2x + 6 × ÔÒÅÈ
ÔÏÞËÁÈ P , Q, R, ÓÞÉÔÁÑ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï. ðÌÏÝÁÄØ ËÕÓËÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-
ÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÏÍ PQ ÓÎÉÚÕ É ÇÒÁÆÉËÏÍ Ó×ÅÒÈÕ, ÒÁ×ÎÁ ÐÌÏÝÁÄÉ ËÕÓËÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ,
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÏÍ QR Ó×ÅÒÈÕ É ÇÒÁÆÉËÏÍ ÓÎÉÚÕ. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ a?
(ïÔ×ÅÔ: 5)

7) ðÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁÍÏÓÔÉÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÂÅÚ ÐÒÏ-
ÐÕÓËÏ× É ÎÁÌÏÖÅÎÉÊ. ÷ ÏÄÎÏÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ ÎÁÐÉÓÁÌÉ ÞÉÓÌÏ 0. úÁÔÅÍ ×Ï ×ÓÅÈ
ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁÈ, ÉÍÅÀÝÉÈ Ó ÎÉÍ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÎÁÐÉÓÁÌÉ ÞÉÓÌÏ 1. äÁÌÅÅ
×Ï ×ÓÅÈ ÐÕÓÔÙÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁÈ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ Ó ÔÅÍÉ ÛÅÓÔÉ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁÈ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 1, ÎÁÐÉÓÁÌÉ ÞÉÓÌÏ 2. üÔÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ
ÐÏ×ÔÏÒÉÌÉ 200 ÒÁÚ: ÎÁ N + 1-ÏÍ ÛÁÇÅ ×Ï ×ÓÅÈ ÐÕÓÔÙÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁÈ, ÉÍÅ-
ÀÝÉÈ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ Ó ÔÅÍÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ



N , ÎÁÐÉÓÁÌÉ ÞÉÓÌÏ N + 1. ÷ ÓËÏÌØËÉÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 100?
(ïÔ×ÅÔ: 600)

8) îÁ ÒÅËÅ Ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÔÅÞÅÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÔÒÉ ÐÕÎËÔÁ
á, ÷, É ó. íÏÔÏÒËÁ ÉÄÅÔ ÏÔ á ÄÏ ó ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÓËÏÌØËÏ ÛÌÑÐÁ ÐÌÙ×ÅÔ
ÏÔ ÷ ÄÏ ó, Á Ò×ÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÷ ÄÏ ó ÍÏÔÏÒËÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ × 12 ÒÁÚ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ
ÛÌÑÐÁ ÐÌÙ×ÅÔ ÏÔ á ÄÏ ÷. îÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ áó/÷ó.
(ïÔ×ÅÔ: 4)

9) ïËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ AC ÔÒÁÐÅÃÉÉ ABCD ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅ-
ÔÒÅ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ B É ËÁÓÁÅÔÓÑ ÂÏËÏ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ CD. ïÓÎÏ×ÁÎÉÑ
ÔÒÁÐÅÃÉÉ AD = 25 É BC = 9. îÁÊÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ AC.
(ïÔ×ÅÔ: 15)

10) òÏÂÉÎÚÏÎ ëÒÕÚÏ ÇÕÌÑÅÔ ÐÏ ÎÅÏÂÉÔÁÅÍÏÍÕ ÏÓÔÒÏ×Õ, ÉÍÅÀÝÅÍÕ ÆÏÒÍÕ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ AB = 9, BC = 11 É AC = 13. ÷ ËÁÖÄÙÊ
ÍÏÍÅÎÔ ÐÒÏÇÕÌËÉ ÏÎ ÉÄÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ;
ÄÏÊÄÑ ÄÏ ÂÅÒÅÇÁ, òÏÂÉÎÚÏÎ ÐÏ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÉÄÔÉ ÐÒÑÍÏ ×ÇÌÕÂØ
ÏÓÔÒÏ×Á ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ; ÄÏÊÄÑ ÅÝÅ ÒÁÚ ÄÏ ÂÅÒÅÇÁ | ÏÐÑÔØ ÐÏ×Ï-
ÒÁÞÉ×ÁÅÔ É Ô.Ä. ðÒÏÇÕÌËÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AC ÉÚ ÔÏÞËÉ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
AM = 5. ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ òÏÂÉÎÚÏÎ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎÅ BC; ÐÒÏÇ-
ÛÕÌËÁ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ×ÅÒÎÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ M . îÁÊÔÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ
ÄÌÉÎÏÊ ÐÕÔÉ, ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ òÏÂÉÎÚÏÎÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎÅ AC É ÄÌÉÎÏÊ ÐÕ-
ÔÉ, ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ ÉÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎÅ AB.
(ïÔ×ÅÔ: 4)



Îëèìïèàäà ÃÓ-ÂØÝ. Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè.

11 êëàññ. 1 òóð. Äåìîíñòðàöèîííûé âàðèàíò. Ðåøåíèÿ.

1. Ïóñòü v1 � ñêîðîñòü Âàñè, v2 � ñêîðîñòü Ïåòè, à l � äëèíà êðóãà. Òîãäà èç
ïåðâîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî 12v1 = 4v2 + l, à èç âòîðîãî 4v1 +4v2 = l. Òàêèì
îáðàçîì, 24v1 = 4l, ò. å. Âàñÿ ïðîáåãàåò êðóã çà l/v1 = 6 ìèíóò.

2. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ÍÎÄ(kb + r, b) = ÍÎÄ(b, r) äëÿ öåëûõ k, r è
b. Îòñþäà ÍÎÄ(8651, 9073) = ÍÎÄ(422, 8651) = ÍÎÄ(422, 211) = 211.

3. Ïîñ÷èòàåì ñíà÷àëî ÷èñëî S òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îòìå÷åííûìè âåð-
øèíàìè A,B,C. Äëÿ ïåðâîé âåðøèíû A èìååòñÿ 18 âàðèàíòîâ âûáîðà. Ïóñòü
âåðøèíà B íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè n ðåáåð îò âåðøèíû A. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî n ≤ 8 (èíà÷å ëþáîé òàêîé òðåóãîëüíèê áóäåò ïðÿìîóãîëüíûì). ×èñëî
òðåóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ óãîë A òóïîé ðàâíî 8 − n, ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ ñ
òóïûì óãëîì B ðàâíî 8 − n, à ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ ñ òóïûì óãëîì C ðàâíî
n−1. Â èòîãå ïîëó÷àåì: S = 18 ·2 ·

∑8
n=1(8−n+7) = 18 ·2 · (7 ·4+8 ·7) = 3024.

×èñëî âñåâîçìîæíûõ ïåðåíóìåðàöèé âåðøèí òðåóãîëüíèêà ðàâíî 6. Îòñþäà
÷èñëî òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî 504.

4. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íå áîëüøå 5. Ââèäó íå÷åòíî-
ñòè ôóíêöèè sinx äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé a ≥ 0. Åñëè ãðàôèêè ôóíê-
öèé y = sinx è y = x

5
+ a èìåþò îáùèå òî÷êè ïðè x >= 0, òî èõ íå áîëüøå

äâóõ. Äåéñòâèòåëüíî, âñå îíè ðàñïîëîæåíû íà îòðåçêå [0, π], ò. ê. íà îñòàëüíûõ

ïðîìåæóòêàõ, ãäå sinx ≥ 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
1

5
x + a ≥ 1

5
x ≥ 2

5
π > 1.

Ïðè ýòîì íà îòðåçêå [0, π] òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íå áîëüøå äâóõ, èáî ôóíêöèÿ
sinx − x

5
− a èìååò íà íåì äâà ïðîìåæóòêà ìîíîòîííîñòè. Èç àíàëîãè÷íûõ

ñîîáðàæåíèé ïðè x ≤ 0 ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ íå áîëüøå 3-õ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî ïÿòü òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ áûâàåò, âîçüìåì a =
7
11
. Ïîëîæèì f(x) = sinx − x

5
− 7

11
. Òîãäà f(−3π) > 0, f(−7

3
π) < 0, f(−7

6
π) >

0, f(0) < 0, f(π
6
) > 0, f(π) < 0. Ò. å. f(x) ìåíÿåò çíàê íå ìåíüøå 6-òè ðàç,

ïîýòîìó îíà èìååò íå ìåíåå 5-òè íóëåé.

5. Äëÿ öåëîãî ÷èñëà n îáîçíà÷èì ÷åðåç ord2 n ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü äâîéêè, åãî
äåëÿùóþ. Ïóñòü [x] � öåëàÿ ÷àñòü âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x. Íåñëîæíî âèäåòü,
÷òî ord2 n! = [n

2
] + [n

4
] + [n

8
] + . . . (êîëè÷åñòâî ÷èñåë îò 1 äî n, äåëÿùèõñÿ íà 2,

ïëþñ êîëè÷åñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 4, ïëþñ êîëè÷åñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ
íà 8 è ò.ä.). Îòñþäà ord2(101 ·102 ·103 · . . . ·199 ·200) = ord2(

200!
100!

) = ord2(200!)−
ord2(100!) = [200

2
] = 100.



6. Ïóñòü x0 < x1 < x2 � êîðíè óðàâíåíèÿ 8x3−12x2 +2x+6−a = 0. Ïî óñëîâèþ
çàäà÷è

∫ x2

x0
(8x3 − 12x2 + 2x+ 6− a) dx = 0. Ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

8x3
0 − 12x2

0 + 2x0 + 6− a = 0, 8x3
2 − 12x2

2 + 2x2 + 6− a = 0, 2x4
2 − 4x3

2 + x2
2 + (6−

a)x2 − (2x4
0 − 4x3

0 + x2
0 + (6− a)x0) = 0. Èç íåå íàõîäèì, ÷òî a = 5.

7. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíû ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêîâ ðàâíû 1. Çàìåòèì, ÷òî
öåíòðû øåñòèóãîëüíèêîâ, â êîòîðûõ íàïèñàíî ÷èñëî N, ñàìè ëåæàò íà ñòî-
ðîíàõ ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà S, à âñå øåñòèóãîëüíêè ñ ÷èñëàìè, ìåíü-
øèìè N, ëåæàò âíóòðè S (ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïî èíäóêöèè). Íà ñëåäóþùåì
øàãå êàæäîìó øåñòèóãîëüíèêó ñ öåíòðîì íà ñòîðîíå S, íî íå â âåðøèíå ñîîò-
âåòñòâóåò åäèíñòâåííûé øåñòèóãîëüíèê ñ ÷èñëîì N + 1, à øåñòèóãîëüíèêàì
ñ öåíòðàìè â âåðøèíàõ S ñîîòâåòñòâóþò äâà øåñòèóãîëüíèêà ñ ÷èñëîì N + 1
âíóòðè. Çíà÷èò ïðè ïåðåõîäå îò N ê N + 1 ÷èñëî øåñòèóãîëüíèêîâ óâåëè÷è-
âàåòñÿ íà 6. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ïîëó÷àåì 600 øåñòèóãîëüíèêîâ ñ ÷èñëîì
100 âíóòðè.

8. Ïóñòü v1 - ñêîðîñòü ìîòîðêè îòíîñèòåëüíî áåðåãà, à v2 - cêîðîñòü øëÿïû.
Òîãäà AC

v1
= BC

v2
èç ïåðâîãî óñëîâèÿ è 12 BC

v1
= AB

v2
èç âòîðîãî. Èç ýòîé ñèñòåìû

íàõîäèì, ÷òî AC
BC

(AC
BC

− 1) = 12, ò. å. AC
BC

= 4.

9. Òðåóãîëüíèêè ABC è ACD ïðÿìîóãîëüíûå. Ïðè ýòîì ∠BCA = ∠CAD. Çíà-
÷èò cos ∠BCA = 9

AC
= AC

25
. Îòñþäà AC = 15.

10. Âûïèøåì îòíîøåíèÿ, â êîòîðîì ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC äåëÿòñÿ òî÷êà-
ìè ïåðåñå÷åíèÿ ïóòè Ðîáèíçîíà Êðóçî ñ íèìè. Íà ïåðâîì øàãå ñòîðîíà AC
äåëèòñÿ â îòíîøåíèè AM/MC = 5/8. Èç óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïóòè ñòî-
ðîíå ïîëó÷àåì, ÷òî ñòîðîíà AB äåëèòñÿ â òîì æå îòíîøåííè. Òî æå âåðíî è
äëÿ CB. Òàêèì îáðàçîì, Ðîáèíçîí Êðóçî ïðèõîäèò â òî÷êó, äåëÿùóþ ñòîðîíó
AC â îòíîøåíèè 8/5. Åñëè ïðîäîëæèòü ýòîò ïðîöåññ, ñòàíîâèòñÿ âèäíî, ÷òî
ïðîãóëêà çàêîí÷èòñÿ ïðè âòîðîì ïåðåñå÷åíèè ïóòè ñî ñòîðîíîé AC. Ïðè ýòîì
äëèíà ïóòè, ïàðàëëåëüíîãî ñòîðîíå AC ðàâíà (5/13 + 8/13)AC = AC. Àíà-
ëîãè÷íî, äëèíà ïóòè, ïàðàëëåëüíîãî ñòîðîíå AB, ðàâíà AB. Çíà÷èò èñêîìàÿ
ðàçíîñòü ìåæäó äëèíàìè ïóòåé ðàâíà 4.



Математика Профиль Математика

11 класс

В варианте 6 задач, решения всех задач должны быть записаны подробно со всеми
вычислениями, объяснениями и доказательствами. Задачи можно решать в любом

порядке. Время выполнения задания 5 часов.

1. Можно ли расположить на плоскости 2010 лучей таким образом, чтобы ни через
какую точку плоскости не проходило более двух лучей, каждый луч пересекался ровно
с двумя другими и любые две точки на любых двух лучах можно было соединить
ломаной, целиком содержащейся в объединении этих лучей?

2. Среди всех четверок натуральных чисел (k, l,m, n), k > l > m > n, найдите такую,
что сумма 1

k
+ 1

l
+ 1

m
+ 1

n
меньше единицы и ближе всего к ней.

3. С натуральным числом производится следующая операция: отбрасывается самая
правая цифра его десятичной записи, после чего к полученному после ее отбрасывания
числу прибавляется удвоенная отброшенная цифра. Например: 157 7→ 15 + 2 × 7 = 29,
5 7→ 0+ 2× 5 = 10. Натуральное число называется хорошим, если после многократного
применения этой операции получаемое число перестает меняться. Найдите наименьшее
100-значное хорошее число.

4. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AA1. H — точка пересечения
высот треугольника ABC. Известно, что AH = 3, A1H = 2, а радиус описанной около
треугольника ABC окружности равен 4. Найдите расстояние от центра этой окружно-
сти до H.

5. Пусть x — такое число из интервала (π/2, π), что

4

3

(
1

sinx
+

1

cosx

)
= 1.

Докажите, что число (
4

3

)4 ( 1

sin4 x
+

1

cos4 x

)
целое и найдите его.

6. Через центр сферы радиуса
√
2 проведены 6 прямых, параллельных ребрам неко-

торого правильного тетраэдра. Точки пересечения этих прямых со cферой являются
вершинами выпуклого многогранника. Вычислите объем и площадь поверхности этого
многогранника.

Межрегиональная многопрофильная олимпиада школьников ГУ-ВШЭ 2010, 2 этап



Олимпиада 9 класс

1. Известно, что число a + 1
a
целое. Докажите, что число a2 + 1

a2 –
тоже целое.
2. Сколько существует чисел от 1 до 1000000, не являющихся ни
полным квадратом, ни полным кубом, ни четвертой степенью?
3. Приведите пример 10 различных натуральных чисел, сумма ко-
торых делится на каждое из них.
4. На сторонах треугольника взяты точки, делящие стороны в од-
ном и том же отношении (в каком-либо одном направлении обхода).
Докажите, что точки пересечения медиан данного треугольника и
треугольника, имеющего вершинами точки деления, совпадают.
5. Найдите сумму коэффициентов при нечетных степенях x в мно-
гочлене, который получается из выражения (x3−x+1)100 в резуль-
тате раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых.
6. Даны положительные числа a1, a2, . . . , an. Докажите, что если
a1 + a2 + . . . + an ≤ 1

2
, то

(1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + an) < 2.

Олимпиада 10 класс

7. Сколько существует чисел от 1 до 1000000, не являющихся ни
полным квадратом, ни полным кубом, ни четвертой степенью?
8. Найдите сумму коэффициентов при нечетных степенях x в мно-
гочлене, который получается из выражения (x3−x+1)100 в резуль-
тате раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых.
9. Даны положительные числа a1, a2, . . . , an. Докажите, что если
a1 + a2 + . . . + an ≤ 1

2
, то

(1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + an) < 2.

10. В пространстве построена замкнутая ломаная так, что все зве-
нья имеют одинаковую длину и каждые три последовательных зве-
на попарно перпендикулярны. Докажите, что число ее звеньев де-
лится на 6.
11. Докажите, что существует степень тройки, оканчивающаяся на
001.
12. Дана окружность, точка A на ней, и точка M внутри нее.
Рассматриваются хорды BC, проходящие через M . Докажите, что
окружности, проходящие через середины сторон треугольников ABC
касаются некоторой фиксированной окружности.

1



Решения задач 9 класса

1. a2 + 1
a2 = (a + 1

a)2 − 2, а значит – тоже целое.

2. Всего чисел 1000000. Среди них 1000 полных квадратов (квад-
раты чисел от 1 до 1000) и 100 полных кубов (квадраты чисел от 1
до 1000), но из них 10 являются также полными квадратами (это
кубы чисел, являющихся полными квадратами чисел от 1 до 10),
поэтому 10 посчитаны дважды. Все четвертые степени являются
полными квадратами и, следовательно, уже посчитаны. Таким об-
разом, ответ 1000000− (1000 + 100− 10) = 998910.

3. Например, 1, 2, 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, 384 (начиная с 3 каждое сле-
дующее число вдвое больше предыдущего). В самом деле, сумма
всех этих чисел есть 768 = 2 · 384 = 4 · 192 = 8 · 96 = 16 · 48 =
32 · 24 = 64 · 12 = 128 · 6 = 256 · 3 = 384 · 2 = 768 · 1.

4. Пусть A,B,C – вершины треугольника, M – точка пересечения
его медиан, а A1, B1, C1 – точки деления сторон BC, CA,AB соот-
ветственно. Пусть отношение BA1

BC равно k. Тогда

MA1 = MB + k(MC −MB) = (1− k)MB + kMC,

Аналогично,
MB1 = (1− k)MC + kMA,

MC1 = (1− k)MA + kMB,

Так как M – точка пересечения медиам треугольника ABC, име-
ем векторное равенство MA + MB + MC = 0. Отсюда следует, что

MA1+MB1+MC1 = (1−k)(MA+MB+MC)+k(MA+MB+MC) = 0,

а значит, M есть точка пересечения медиан треугольника A1B1C1.

5. Пусть S – сумма коэффициентов при четных степенях x, а S
� –

сумма коэффициентов при нечетных степенях x. Сумма всех коэф-
фициентов в многочлене есть его значение в точке x = 1, поэтому
равна (13−1+1)100 = 1. Таким образом, S +S

� = 1. Разность S−S
�

есть значение того же многочлена в точке x = −1. Следовательно,
S − S

� = ((−1)3 − (−1) + 1)100 = (−1 + 1 + 1)100 = 1. Отсюда S = 1.

6. Докажем по индукции более общее утверждение: если a1, a2, . . . , an

– положительные числа, такие, что a1 + a2 + . . . + an ≤ 1
2 , то

(1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + an) < 1 + 2 · (a1 + a2 + . . . + an).

База индукции: очевидно, что 1 + a1 < 1 + 2a1.
1
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Шаг индукции: пусть (1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + ak) < 1 + 2 · (a1 +
a2 + . . . + ak). Домножая обе части неравенства на положительное
число (1 + ak+1), получаем

(1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + ak)(1 + ak+1) <

< 1 + 2 · (a1 + a2 + . . . + ak) + ak+1 + 2 · (a1 + a2 + . . . + ak)ak.

Так как a1 + a2 + . . .+ ak <
1
2 , то 2 · (a1 + a2 + . . .+ ak)ak+1 < ak+1,

а значит,

(1 + a1)(1 + a2) · . . . · (1 + ak+1) < 1 + 2 · (a1 + a2 + . . . + ak+1),

что и требовалось доказать.

Решения задач 10 класса

7. См. решение задачи 2 для 9 класса.

8. См. решение задачи 5 для 9 класса.

9. См. решение задачи 6 для 9 класса.

10. Пусть A0A1 . . . An – наша ломаная (A0 = An, так как ломаная
замкнута). Введем в пространстве декартову систему координат,
оси которой параллельны первым 3 звеньям нашей ломаной, а на-
чало координат в вершине A0. Тогда каждое звено параллельно
какой-нибудь из координатных осей, причем координаты концов
этого звена различаются на 1. Таким образом, первая координата
точки An есть сумма ±1 по всем звеньям, параллельным оси Ox.
Так как ломаная замкнута, эта сумма равна нулю, и, в частности,
четна. Следовательно, количество звеньев, параллельных оси Ox

четно. Аналогично, количество звеньев, параллельных каждой из
осей, четно, а значит n четно. Так как каждые 3 последовательных
звена попарно перпендикулярны, то звенья, параллельные каждой
из осей встречаются на каждом третьем месте. Значит, n делится
также на 3, а следовательно, и на 6.

11. Докажем, что существует степень тройки, дающая остаток 1
при делении на 1000 (это равносильно формулировке задачи). Так
как число различных остатков от деления на 1000 конечно, то су-
ществуют две степени тройки, дающие одинаковые остатки. Пусть
это числа 3k и 3l, где k > l. Тогда число 3l(3k−l−1) делится на 1000.
Так как 3l не делится ни на 2, ни на 5, число 3k−l−1 также делится
на 1000. Это значит, что число 3k−l дает остаток 1 от деления на
1000.
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12. Пусть O – центр данной окружности. Радиус окружности, про-
ходящей через середины сторон треугольников ABC, равен поло-
вине радиуса исходной окружности, так как треугольник с верши-
нами в серединах сторон подобен треугольнику ABC с коэффици-
ентом 1

2 . Поэтому для всех треугольников ABC этот радиус постоя-
нен. Следовательно, нам достаточно доказать, что центры всех та-
ких окружностей принадлежат одной фиксированной окружности.
Так как треугольник с вершинами в серединах сторон переводит-
ся в треугольник ABC гомотетией с центром в точке пересечения
медиан и коэффициентом −2, то же самое верно и для окружно-
стей, описанных около этих треугольников. Следовательно, центры
окружностей, проходящих через середины сторон треугольников
ABC получаются из точки O гомотетией с центром в точке пересе-
чения медиан и коэффициентом −2. Поэтому достаточно доказать,
что центры гомотетии (т.е. точки пересечения медиан треугольни-
ков ABC) лежат на одной окружности. Точка пересечения меди-
ан переводится в середину стороны BC гомотетией с центром в
(фиксированной) точке A и коэффициентом 3

2 . Поэтому достаточ-
но доказать, что середины хорд BC лежат на одной окружности.
Пусть N – середина хорды BC. Поскольку радиус, проходящий
через середину хорды, перпендикулярен ей, угол ONM прямой.
Следовательно, точка N лежит на (фиксированной) окружности с
диаметром OM , что и требовалось.


	лит
	Рекомендуемая литература


