
9 êëàññ

1. ×èñëà îò 1 äî 2011 âûïèñàíû â ðÿä â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ìîæíî ëè
ìåæäó íèìè ðàññòàâèòü çíàêè + è − òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî
âûðàæåíèÿ áûëî ïîëíûì êâàäðàòîì?

Îòâåò: Ìîæíî.
Ðåøåíèå:
Îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ òàêîé. Ðàçîáüåì ÷èñëà îò 8 äî 2011 íà

÷åòâåðêè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë è ðàññòàâèì ïåðåä ÷èñëàìè â êàæäîé
÷åòâåðêå çíàêè â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: + − −+. Îñòàëüíûå çíàêè
ðàññòàâèì òàê: 1 + 2 + 3 + 4− 5 + 6− 7. Òîãäà ñóììà â êàæäîé ÷åòâåðêå
ðàâíà 0, à 1+2+3+4−5+6−7 = 4, ñëåäîâàòåëüíî çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî
âûðàæåíèÿ ðàâíî 4.

2. Ñóùåñòâóåò ëè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí f(x) = ax2 + bx + c òàêîé, ÷òî
f(0) = 2011, f(2011) = 0, à çíà÷åíèÿ âî âñåõ íàòóðàëüíûõ ñòåïåíÿõ
äâîéêè äåëÿòñÿ íà 3? (Ò.å. f(2n) äåëèòñÿ íà 3 ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì
n.)

Îòâåò: Ñóùåñòâóåò.
Ðåøåíèå:
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, òðåõ÷ëåí −x2 + 2010x + 2011. Åñëè x � íà-

òóðàëüíàÿ ñòåïåíü äâîéêè, òî x2 ïðè äåëåíèè íà 3 âñåãäà äàåò îñòàòîê
1, ïîýòîìó −x2 + 1 äåëèòñÿ íà 3, ïîýòîìó è −x2 + 2010x + 2011 äåëèòñÿ
íà 3. Îòìåòèì, ÷òî ïîäõîäèò ëþáîé äðóãîé êâàäðàòíûé òð�åõ÷ëåí, îòëè-
÷àþùèéñÿ îò ïðèâåä�åííîãî íà ñëàãàåìîå 3kx(x − 2011), ãäå k � öåëîå
÷èñëî.

3. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè. Â íåì ïðîâîäèòñÿ âû-
ñîòà. Â îäíîì èç ïîëó÷èâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ ñíîâà ïðîâîäèòñÿ âûñîòà.
Òàêàÿ îïåðàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ 2011 ðàç: êàæäûé ðàç ïðîâîäèòñÿ âûñîòà
â êàêîì-íèáóäü èç îáðàçîâàâøèõñÿ ïðè ïðåäûäóùèõ ïîñòðîåíèÿõ òðå-
óãîëüíèêîâ. Ðàññìîòðèì âñå ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ïðîâåäåííûå âûñîòû.
Äîêàæèòå, ÷òî íà ïëîñêîñòè ìîæíî ðàñïîëîæèòü óãîë â 30 ãðàäóñîâ, íå
èìåþùèé îáùèõ òî÷åê íè ñ îäíîé èç ýòèõ ïðÿìûõ.

Ðåøåíèå:
Âñå ïðîâåäåííûå ïðÿìûå áóäóò ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì è âûñîòàì èñ-

õîäíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîýòîìó îäèí èç 12 îáðàçóåìûõ ýòèìè íàïðàâëå-
íèÿìè óãëîâ íå ìåíüøå 30 ãðàäóñîâ. Èç âñåõ ïðîâåä�åííûõ ïðÿìûõ, ïà-
ðàëëåëüíûõ ñòîðîíàì ýòîãî óãëà, âûáåðåì äâå êðàéíèå (ïðÿìàÿ êðàéíÿÿ,
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åñëè âñå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå åé, ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò íå�å) òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû îäèí èç óãëîâ ìåæäó êðàéíèìè ïðÿìûìè íå ñîäåðæàë
îñòàëüíûå ïðÿìûå. Ïîëó÷èì íîâûé óãîë. Ïðÿìûå äðóãèõ íàïðàâëåíèé
îòñåêàþò îò íåãî òðåóãîëüíèêè èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ íèì. Òàêèì îáðà-
çîì, â ýòîì óãëå ìîæíî ðàñïîëîæèòü óãîë â 30 ãðàäóñîâ, íå èìåþùèé
îáùèõ òî÷åê íè ñ îäíîé èç ïðîâåäåííûõ ïðÿìûõ.

4. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD AB = 1, BC = 2, CD = 4,
DA = 3. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB è CD çà òî÷êè B è C ñîîòâåòñòâåííî
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AD è BC çà òî÷êè A è B
ñîîòâåòñòâåííî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Íàéäèòå AF −BF +BE −CE.

Îòâåò: 1.
Ðåøåíèå:
×åòûðåõóãîëüíèê ABCD � îïèñàíííûé, òàê êàê AB + CD = BC +

AD = 5. Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ îòðåçêàìè
AB, BC, CD, DA ÷åðåç P , Q, R, S ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà AF − BF +
BE−CE = (SF−SA)−(QF−QB)+(PE−PB)−(RE−RC) = −SA+RC,
ïîñêîëüêó PE = RE, SF = QF è QB = PB. Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì,
÷òî RD = SD. Ïîëó÷èì RC−SA = (RC+RD)−(SA+SD) = CD−AD =
1.

5. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà p è q òàêîâû, ÷òî p
q
<
√
11. Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî

p

q
+

1

3pq
<
√
11?

Îòâåò: Âñåãäà âåðíî.
Ðåøåíèå:
Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî (p

q
+ 1

3pq
)2 < 11, ÷òî ðàâíîñèëüíî

p2 +
2

3
+

1

9p2
< 11q2

(ðàñêðûëè ñêîáêè â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà è äîìíîæèëè îáå ÷àñòè
íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî q2), ÷òî ðàâíîñèëüíî

2

3
+

1

9p2
< 11q2 − p2.

Èç óñëîâèÿ èìååì p2 < 11q2. Ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà ñòîèò öåëîå ÷èñëî, 1 6 11q2 − p2. Íî 2

3
+ 1

9p2
< 1, à çíà÷èò

2
3
+ 1

9p2
< 11q2 − p2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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6. Â êëàññå 20 ó÷åíèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ äðóæèò ðîâíî ñ øåñòüþ
îäíîêëàññíèêàìè. Íàéäèòå ÷èñëî òàêèõ ðàçëè÷íûõ êîìïàíèé èç òðåõ
ó÷åíèêîâ, ÷òî â íèõ ëèáî âñå øêîëüíèêè äðóæàò äðóã ñ äðóãîì, ëèáî
êàæäûé íå äðóæèò íè ñ îäíèì èç äâóõ îñòàâøèõñÿ.

Îòâåò: 360.
Ðåøåíèå:
Îáùåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òðîåê ó÷åíèêîâ ðàâíî C3

20 = 1140. Âû÷èñ-
ëèì ÷èñëî òðîåê, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è. Îòâåòîì â çàäà-
÷å áóäåò ðàçíîñòü îáùåãî ÷èñëà òðîåê è íàéäåííîãî ÷èñëà, êîòîðîå ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç N .

Çàíóìåðóåì êàê-íèáóäü ó÷åíèêîâ. Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííûå òðîé-
êè ó÷åíèêîâ (a, b, c), òàêèå ÷òî ó÷åíèê a íå äðóæèò ñ b, à ó÷åíèê b äðóæèò
ñ c. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëþáàÿ òðîéêà, íå óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèþ çàäà÷è, ìîæåò áûòü óïîðÿäî÷åíà îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì ðîâíî
äâóìÿ ñïîñîáàìè, ïîýòîìó ÷èñëî òàêèõ òðîåê ðàâíî 2N

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì ÷èñëî òàêèõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê äðóãèì ñïîñî-
áîì. Äëÿ êàæäîãî ó÷åíèêà íàéä¸ì ÷èñëî òàêèõ òðîåê, â êîòîðûõ îí çàíè-
ìàåò öåíòðàëüíîå ìåñòî. Ýòî ÷èñëî ðàâíî (20−6−1)·6 = 13·6 = 78. Òàêèì
îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî òàêèõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ðàâíî 2N = 78 · 20 =
1560. Ñëåäîâàòåëüíî, N = 780 è èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî 1140− 780 = 360.
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10 êëàññ

1. ×èñëà îò 1 äî 2011 âûïèñàíû â ðÿä â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ìîæíî ëè
ìåæäó íèìè ðàññòàâèòü çíàêè + è − òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî
âûðàæåíèÿ áûëî ïîëíûì êâàäðàòîì?

Îòâåò: Ìîæíî.
Ðåøåíèå:
Îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ òàêîé. Ðàçîáüåì ÷èñëà îò 8 äî 2011 íà

÷åòâåðêè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë è ðàññòàâèì ïåðåä ÷èñëàìè â êàæäîé
÷åòâåðêå çíàêè â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: + − −+. Îñòàëüíûå çíàêè
ðàññòàâèì òàê: 1 + 2 + 3 + 4− 5 + 6− 7. Òîãäà ñóììà â êàæäîé ÷åòâåðêå
ðàâíà 0, à 1+2+3+4−5+6−7 = 4, ñëåäîâàòåëüíî çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî
âûðàæåíèÿ ðàâíî 4.

2. Ñóùåñòâóåò ëè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí f(x) = ax2 + bx + c òàêîé, ÷òî
f(0) = 2011, f(2011) = 0, à çíà÷åíèÿ âî âñåõ íàòóðàëüíûõ ñòåïåíÿõ
äâîéêè äåëÿòñÿ íà 3? (Ò.å. f(2n) äåëèòñÿ íà 3 ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì
n.)

Îòâåò: Ñóùåñòâóåò.
Ðåøåíèå:
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, òðåõ÷ëåí −x2 +2010x+2011. Åñëè x � íàòó-

ðàëüíàÿ ñòåïåíü äâîéêè, òî x2 ïðè äåëåíèè íà 3 âñåãäà äàåò îñòàòîê 1,
ïîýòîìó −x2 + 1 äåëèòñÿ íà 3, ïîýòîìó è −x2 + 2010x+ 2011 äåëèòñÿ íà
3. Îòìåòèì, ÷òî ïîäõîäèò ëþáîé äðóãîé êâàäðàòíûé òð�åõ÷ëåí, îòëè÷àþ-
ùèéñÿ îò ïðèâåä�åííîãî íà ñëàãàåìîå 3kx(x− 2011), ãäå k � öåëîå ÷èñëî.

3. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè. Â íåì ïðîâîäèòñÿ âû-
ñîòà. Â îäíîì èç ïîëó÷èâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ ñíîâà ïðîâîäèòñÿ âûñîòà.
Òàêàÿ îïåðàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ 2011 ðàç: êàæäûé ðàç ïðîâîäèòñÿ âûñîòà
â êàêîì-íèáóäü èç îáðàçîâàâøèõñÿ ïðè ïðåäûäóùèõ ïîñòðîåíèÿõ òðå-
óãîëüíèêîâ. Ðàññìîòðèì âñå ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ïðîâåäåííûå âûñîòû.
Äîêàæèòå, ÷òî íà ïëîñêîñòè ìîæíî ðàñïîëîæèòü óãîë â 30 ãðàäóñîâ, íå
èìåþùèé îáùèõ òî÷åê íè ñ îäíîé èç ýòèõ ïðÿìûõ.

Ðåøåíèå:
Âñå ïðîâåäåííûå ïðÿìûå áóäóò ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì è âûñîòàì èñ-

õîäíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîýòîìó îäèí èç 12 îáðàçóåìûõ ýòèìè íàïðàâëå-
íèÿìè óãëîâ íå ìåíüøå 30 ãðàäóñîâ. Èç âñåõ ïðîâåä�åííûõ ïðÿìûõ, ïà-
ðàëëåëüíûõ ñòîðîíàì ýòîãî óãëà, âûáåðåì äâå êðàéíèå (ïðÿìàÿ êðàéíÿÿ,
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åñëè âñå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå åé, ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò íå�å) òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû îäèí èç óãëîâ ìåæäó êðàéíèìè ïðÿìûìè íå ñîäåðæàë
îñòàëüíûå ïðÿìûå. Ïîëó÷èì íîâûé óãîë. Ïðÿìûå äðóãèõ íàïðàâëåíèé
îòñåêàþò îò íåãî òðåóãîëüíèêè èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ íèì. Òàêèì îáðà-
çîì, â ýòîì óãëå ìîæíî ðàñïîëîæèòü óãîë â 30 ãðàäóñîâ, íå èìåþùèé
îáùèõ òî÷åê íè ñ îäíîé èç ïðîâåäåííûõ ïðÿìûõ.

4. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû íåïåðåñåêàþùèåñÿ êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 2 è êðóã
ðàäèóñà 3. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåðåäèíàìè îòðåç-
êîâ AB è CD, òàêèõ ÷òî òî÷êè A è C ëåæàò â êâàäðàòå, à òî÷êè B è D
ëåæàò â êðóãå.

Îòâåò:
√
2 + 3.

Ðåøåíèå:
Ââåäåì íà ïëîñêîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç o1 âåêòîð

ñ êîíöîì â öåíòðå êâàäðàòà, à ÷åðåç o2 âåêòîð ñ êîíöîì â öåíòðå êðóãà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ðåçóëüòàò ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà èñõîäíîãî êâàä-
ðàòà â êâàäðàò ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, à ÷åðåç L ðåçóëüòàò ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíîñà èñõîäíîãî êðóãà â êðóã ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Ñåðåäèíû îïèñàííûõ â óñëîâèè îòðåçêîâ åñòü êîíöû âåêòîðîâ

1

2
(o1 + u+ o2 + v),

ãäå u åñòü âåêòîð ñ êîíöîì â K, à v åñòü âåêòîð ñ êîíöîì â L. Âåðíî è
îáðàòíîå - êàæäûé êîíåö òàêîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îïèñàííîãî
â óñëîâèè îòðåçêà.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåðåäèíàìè îïèñàííûõ â çàäà÷å
îòðåçêîâ åñòü äëèíà âåêòîðà

1

2
(o1 + u+ o2 + v)− 1

2
(o1 + u1 + o2 + v1),

ãäå u, u1 åñòü âåêòîðû ñ êîíöàìè â K, à v, v1 åñòü âåêòîðû ñ êîíöàìè â
L. Ïîñëåäíèé âåêòîð ðàâåí

1

2
(u− u1) +

1

2
(v − v1).

Âåêòîð 1
2
(u − u1) åñòü âåêòîð u2 ñ êîíöîì â K è êàæäûé âåêòîð ñ

êîíöîì â K ïîëó÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì äëÿ êàêèõ-íèáóäü u, u1 ñ êîíöàìè
â K. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ 1

2
(v − v1).

5



Òàêèì îáðàçîì, îòâåòîì â çàäà÷å áóäåò ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà âåêòîðà

u2 + v2,

ãäå êîíåö u2 ïðèíàäëåæèò K, à êîíåö v2 ïðèíàäëåæèò L.
Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà íå áîëüøå ÷åì ñóì-

ìà ïîëîâèíû äëèíû äèàãîíàëè êâàäðàòà è ðàäèóñà êðóãà. Ëåãêî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî íàéäóòñÿ äâà âåêòîðà u2, v2, íà êîòîðûõ ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ
(îíè ñîíàïðàâëåíû è êîíåö u2 åñòü âåðøèíà êâàäðàòà).

5. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà p è q òàêîâû, ÷òî p
q
<
√
13. Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî

p

q
+

1

3pq
<
√
13?

Îòâåò: Âñåãäà âåðíî.
Ðåøåíèå:
Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî (p

q
+ 1

3pq
)2 < 13, ÷òî ðàâíîñèëüíî

p2 +
2

3
+

1

9p2
< 13q2

(ðàñêðûëè ñêîáêè â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà è äîìíîæèëè îáå ÷àñòè
íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî q2), ÷òî ðàâíîñèëüíî

2

3
+

1

9p2
< 13q2 − p2.

Èç óñëîâèÿ èìååì p2 < 13q2. Ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà ñòîèò öåëîå ÷èñëî, 1 6 13q2 − p2. Íî 2

3
+ 1

9p2
< 1, à çíà÷èò

2
3
+ 1

9p2
< 13q2 − p2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

6. Äâå àðìèè À è Á, ñîñòîÿùèå ñîîòâåòñòâåííî èç 800 è 1000 âîèíîâ,
âñòðåòèëèñü íà ïîëå áèòâû è äîãîâîðèëèñü âîåâàòü "ïî-ðûöàðñêè". Êàæ-
äîìó âîèíó äàåòñÿ îäíà ñìåðòåëüíî ÿäîâèòàÿ ñòðåëà (çàäåòûé ñòðåëîé
ìãíîâåííî óìèðàåò), è îíè âûñòðåëèâàþò ïî äîãîâîðó: ñíà÷àëà íåêîòî-
ðàÿ ÷àñòü àðìèè À, ïîòîì íåêîòîðàÿ ÷àñòü àðìèè Á, ïîòîì åùå ðàç ÷àñòü
àðìèè À, è åùå ðàç ÷àñòü Á, è âñ�å. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âîèíîâ ìî-
æåò îñòàòüñÿ â æèâûõ?

Îòâåò: 400.
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Ðåøåíèå:
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1, A2 è B1, B2 ÷èñëî ñòðåë, âûïóùåííûõ àðìèåé

À â ïåðâûé è âòîðîé ðàç è àðìèåé Á â ïåðâûé è âòîðîé ðàç, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî âûæèâøèõ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì
400. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ÷èñëî âûæèâøèõ N íå ìîæåò áûòü ìåíüøå
÷åì ÷èñëî âîîðóæåííûõ æåðòâ (òî åñòü ÷èñëî âîèíîâ, óáèòûõ ïðåæäå
÷åì îíè âûïóñòèëè ñâîè ñòðåëû). Ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷èñëî âîîðóæ�åííûõ
æåðòâ íå ìåíüøå ÷åì max{A1, B1}, ïîýòîìó N > B1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
N = (1000−A1−A2) + (800−B1−B2), îòêóäà N > 800−B1 (ïîñêîëüêó
B2 çàâåäîìî íå ïðåâûøàåò (1000− A1 − A2)). Ïîëó÷àåì, ÷òî

N > max{800−B1, B1} > 400.

Òåïåðü ïðèâåä�åì ïðèìåð, êîãäà âûæèâåò ðîâíî 400 âîèíîâ: A1 = B1 =
A2 = 400, B2 = 200. Ïðè ýòîì àðìèÿ Á ïåðâûì çàëïîì óáèâàåò âñåõ áåç-
îðóæíûõ â àðìèè À, à àðìèÿ À âòîðûì çàëïîì óáèâàåò âñåõ áåçîðóæíûõ
â àðìèè Á.
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11 êëàññ

1. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

f(x) = cos(cos(cos(x))).

Îòâåò: cos(cos(1)) è cos(1).
Ðåøåíèå:
Îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè cos(cos(x)) � ýòî îòðåçîê [cos(1), 1], ïðè-

÷åì íà ýòîì îòðåçêå ôóíêöèÿ cos(x) ìîíîòîííî óáûâàåò. Ïîýòîìó íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f ðàâíî cos(cos(1)), à íàèìåíüøåå � cos(1).

2. Ñóùåñòâóåò ëè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí f(x) = ax2 + bx + c òàêîé, ÷òî
f(0) = 2011, f(2011) = 0, à çíà÷åíèÿ âî âñåõ íàòóðàëüíûõ ñòåïåíÿõ
äâîéêè äåëÿòñÿ íà 3? (Ò.å. f(2n) äåëèòñÿ íà 3 ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì
n.)

Îòâåò: Ñóùåñòâóåò.
Ðåøåíèå:
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, òðåõ÷ëåí −x2 + 2010x + 2011. Åñëè x � íà-

òóðàëüíàÿ ñòåïåíü äâîéêè, òî x2 ïðè äåëåíèè íà 3 âñåãäà äàåò îñòàòîê
1, ïîýòîìó −x2 + 1 äåëèòñÿ íà 3, ïîýòîìó è −x2 + 2010x + 2011 äåëèòñÿ
íà 3. Îòìåòèì, ÷òî ïîäõîäèò ëþáîé äðóãîé êâàäðàòíûé òð�åõ÷ëåí, îòëè-
÷àþùèéñÿ îò ïðèâåä�åííîãî íà ñëàãàåìîå 3kx(x − 2011), ãäå k � öåëîå
÷èñëî.

3. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè. Â íåì ïðîâîäèòñÿ âû-
ñîòà. Â îäíîì èç ïîëó÷èâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ ñíîâà ïðîâîäèòñÿ âûñîòà.
Òàêàÿ îïåðàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ 2011 ðàç: êàæäûé ðàç ïðîâîäèòñÿ âûñîòà
â êàêîì-íèáóäü èç îáðàçîâàâøèõñÿ ïðè ïðåäûäóùèõ ïîñòðîåíèÿõ òðå-
óãîëüíèêîâ. Ðàññìîòðèì âñå ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ïðîâåäåííûå âûñîòû.
Äîêàæèòå, ÷òî íà ïëîñêîñòè ìîæíî ðàñïîëîæèòü óãîë â 30 ãðàäóñîâ, íå
èìåþùèé îáùèõ òî÷åê íè ñ îäíîé èç ýòèõ ïðÿìûõ.

Ðåøåíèå:
Âñå ïðîâåäåííûå ïðÿìûå áóäóò ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì è âûñîòàì èñ-

õîäíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîýòîìó îäèí èç 12 îáðàçóåìûõ ýòèìè íàïðàâëå-
íèÿìè óãëîâ íå ìåíüøå 30 ãðàäóñîâ. Èç âñåõ ïðîâåä�åííûõ ïðÿìûõ, ïà-
ðàëëåëüíûõ ñòîðîíàì ýòîãî óãëà, âûáåðåì äâå êðàéíèå (ïðÿìàÿ êðàéíÿÿ,
åñëè âñå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå åé, ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò íå�å) òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû îäèí èç óãëîâ ìåæäó êðàéíèìè ïðÿìûìè íå ñîäåðæàë
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îñòàëüíûå ïðÿìûå. Ïîëó÷èì íîâûé óãîë. Ïðÿìûå äðóãèõ íàïðàâëåíèé
îòñåêàþò îò íåãî òðåóãîëüíèêè èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ íèì. Òàêèì îáðà-
çîì, â ýòîì óãëå ìîæíî ðàñïîëîæèòü óãîë â 30 ãðàäóñîâ, íå èìåþùèé
îáùèõ òî÷åê íè ñ îäíîé èç ïðîâåäåííûõ ïðÿìûõ.

4. Öåíòðû òðåõ øàðîâ ñ ðàäèóñàìè 1, 2, 3 îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðå-
óãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 100500. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêîâ ABC òàêèõ ÷òî òî÷êà A ëåæèò â ïåðâîì
øàðå, òî÷êà B �âî âòîðîì øàðå, à òî÷êà C � â òðåòüåì øàðå.

Îòâåò: Èñêîìîå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê åñòü øàð ðàäèóñà 2 ñ
öåíòðîì â öåíòðå äàííîãî â çàäà÷å ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå:
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç o1,

o2, o3 âåêòîðû ñ êîíöàìè â öåíòðàõ äàííûõ â çàäà÷å øàðîâ. Ïóñòü òî÷êè
A, B è C ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè âåêòîðîâ v1, v2 è v3 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ÿâëÿåòñÿ êîíöîì âåêòîðà

v1 + v2 + v3
3

=
o1 + u1 + o2 + u2 + o3 + u3

3
,

ãäå u1, u2 è u3 âåêòîðû, êîíöû êîòîðûõ ëåæàò â øàðå ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðàäèöñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Âåêòîð o1+o2+o3
3

åñòü âåêòîð ñ êîíöîì â öåíòðå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà. Âåêòîð u1+u2+u3

3
ëåæèò â øàðå ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è

ðàäèóñîì 1+2+3
3

(ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà), è êàæäûé âåêòîð èç ýòî-
ãî øàðà ðàâåí u1+u2+u3

3
äëÿ ïîäõîäÿùèõ (ìîæíî âûáðàòü ïðîïîðöèî-

íàëüíûå) âåêòîðîâ u. Òàêèì îáðàçîì, íàøå ÃÌÒ åñòü ñäâèíóòûé íà
1
3
(o1 + o2 + o3) øàð ðàäèóñà 2, ÷òî ìû è õîòåëè ïîêàçàòü.

5. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà p è q òàêîâû, ÷òî p
q
<
√
17. Âñåãäà ëè âåðíî, ÷òî

p

q
+

1

3pq
<
√
17?

Îòâåò: Âñåãäà âåðíî.
Ðåøåíèå:
Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî (p

q
+ 1

3pq
)2 < 17, ÷òî ðàâíîñèëüíî

p2 +
2

3
+

1

9p2
< 17q2
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(ðàñêðûëè ñêîáêè â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà è äîìíîæèëè îáå ÷àñòè
íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî q2), ÷òî ðàâíîñèëüíî

2

3
+

1

9p2
< 17q2 − p2.

Èç óñëîâèÿ èìååì p2 < 17q2. Ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà ñòîèò öåëîå ÷èñëî, 1 6 17q2 − p2. Íî 2

3
+ 1

9p2
< 1, à çíà÷èò

2
3
+ 1

9p2
< 17q2 − p2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

6. Êëàññ èç 20 ó÷åíèêîâ ðàçäåëåí íà äâå ïîëîâèíû òàê, ÷òî êàæäûé
øêîëüíèê èç ïåðâîé ïîëîâèíû äðóæèò ðîâíî ñ øåñòüþ îäíîêëàññíèêà-
ìè, à êàæäûé øêîëüíèê èç âòîðîé ïîëîâèíû äðóæèò ðîâíî ñ ÷åòûðüìÿ
îäíîêëàññíèêàìè. Íàéäèòå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîìïàíèé èç òðåõ ó÷åíè-
êîâ òàêèõ, ÷òî â íèõ ëèáî âñå øêîëüíèêè äðóæàò äðóã ñ äðóãîì, ëèáî
êàæäûé íå äðóæèò íè ñ îäíèì èç äâóõ îñòàâøèõñÿ.

Îòâåò: 450.
Ðåøåíèå:
Îáùåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òðîåê ó÷åíèêîâ ðàâíî C3

20 = 1140. Âû÷èñ-
ëèì ÷èñëî òðîåê, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è. Îòâåòîì â çàäà-
÷å áóäåò ðàçíîñòü îáùåãî ÷èñëà òðîåê è íàéäåííîãî ÷èñëà, êîòîðîå ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç N .

Çàíóìåðóåì êàê-íèáóäü ó÷åíèêîâ. Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííûå òðîé-
êè ó÷åíèêîâ (a, b, c), òàêèå ÷òî ó÷åíèê a íå äðóæèò ñ b, à ó÷åíèê b äðóæèò
ñ c. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëþáàÿ òðîéêà, íå óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèþ çàäà÷è, ìîæåò áûòü óïîðÿäî÷åíà îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì ðîâíî
äâóìÿ ñïîñîáàìè, ïîýòîìó ÷èñëî òàêèõ òðîåê ðàâíî 2N

Òåïåðü ïîñ÷èòàåì ÷èñëî òàêèõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê äðóãèì ñïîñî-
áîì. Äëÿ äàííîãî ó÷åíèêà ÷èñëî òàêèõ òðîåê, â êîòîðûõ îí çàíèìàåò
öåíòðàëüíîå ìåñòî, îïðåäåëÿåòñÿ òåì, â êàêîé ïîëîâèíå êëàññà îí íàõî-
äèòñÿ. Äëÿ ó÷åíèêà èç ïåðâîé ïîëîâèíû êëàññà ÷èñëî òàêèõ óïîðÿäî-
÷åííûõ òðîåê, â êîòîðûõ îí íàõîäèòñÿ â öåíòðå, ðàâíî (20− 6− 1) · 6 =
13 · 6 = 78. Äëÿ ó÷åíèêà èç âòîðîé ïîëîâèíû êëàññà ÷èñëî òàêèõ óïîðÿ-
äî÷åííûõ òðîåê, â êîòîðûõ îí íàõîäèòñÿ â öåíòðå, ðàâíî (20−4−1) ·4 =
15 · 4 = 60. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî òàêèõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ðàâíî
2N = 78 · 10 + 60 · 10 = 1380. Ñëåäîâàòåëüíî, N = 690 è èñêîìîå ÷èñëî
ðàâíî 1140− 690 = 450.
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